Complementos de Analise Complexa
Exame de Epoca Especial, 14/9/2009

Duragao: 180 minutos

1. Seja T'(z) uma tranformacao de Mébius com um tinico ponto fixo a € C.
Mostre que existe um complexo 3 tal que
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um unico valor proprio com espaco proprio de dimensao 1.

Escrevendo T'(z) como , demonstre que a matriz [ CCL Z } tem

2. Considere o polinémio p(z) = az® —3z+b,com 0 <b< 1< a < 2.

a) Mostre que p(z) tem na coroa K = {z € C: 1 < |z| < 2} dois zeros
simples ou um zero duplo.

b) Determine, justificando, o indice em torno da origem do caminho

f(e")

parametrizado por (t) = ——=, com t € [0, 4n].
e 7

3. Considere um caminho fechado no plano v C C e a funcao indice
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Seja U C C uma regiao no plano de tal forma que U \ v tem duas
componentes conexas A e B, e que U N~ é homeomorfo a um intervalo.
Mostre que I(7,z1) — I(7,22) é uma constante para todo z; € A e
29 € B, e que este niimero pode ser qualquer inteiro.

4. Considere a funcao f(z) = e?* + ¢ %* + 2. Verifique que f tem zeros
simples nos pontos z, = 5(2n + 1), e calcule a sua ordem. Determine
a factorizacao de Hadamard de f.



5. Seja f : D — D uma fungao holomorfa do disco unitario nele proprio.
Prove que para todo a € D se tem

1£(a) |
T~ )P ST—JaP

(Sugestao: Considere uma fungao F' = ¢y 0 fo g : D — D, onde ¢y, ¢
sao automorfismos do disco escolhidos de modo a ter-se F'(0) = 0, e
aplique o lema de Schwarz.)

6. (a) Construa uma aplicacdo conforme entre a regiao U = {z € C :
—1 < Rz < 1} e o disco unitario D. (b) Seja f € H(U). Mostre que
sao equivalentes as seguintes afirmacoes:

(1) Re=0= Rf(z) =1

(i1) f(=2)+ f(z) =2,Vz € U.

7. Seja 7 um numero complexo com parte imagnaria positiva. Considere
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a fungao de Jacobi ¥(z) = > ., (—1)"e ™" e assuma a con-
vergencia uniforme desta série em C.

a) Mostre as relagoes:

Vz+1)= 9J(2)
Iz +71)= —e 2MEHIY(2)
I—2) = —e*™#Y(2).
b) Use as relagoes acima para demonstrar que ¥(z) tem zeros simples
nos pontos do recticulado gerado por 1 e 7 e que estes sao 0s inicos
zeros de ¥(z) em C.
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8. Mostre que a fungdo f(z) =) ;2™ nao pode ser continuada analiti-
camente para nenhuma regiao estritamente maior que o disco unitario

D.



