Complementos de Analise Complexa

Ficha 3 - Propriedades Locais
(Entregar 22/10)

. (a) Seja f holomorfa numa regiao Q, zo € Q e f'(z) = 0. Mostre que f nao é
bijectiva em nenhuma vizinhanga de zg. (b) Sejam U e V regicesde Ceg: U — V
holomorfa e bijectiva. Mostre que g~' é holomorfa em V e que ¢’ nao se anula
em U.

. Seja f € H(Q) e zp € Q. Define-se a multiplicidade de f em zy, mult,, f,
pela igualdade mult,,f = ord,, (f(z) — f(20)). Mostre que mult,,f > 1 e que
mult. (g o f) = mult.,f - mults.,g , sempre que g é holomorfa numa regiao
contendo f(zp).

. Prove que se f é holomorfa num conjunto compacto K C C (ou seja, f € H()
para certa regiao 2 D K), entdo f tem um numero finito de zeros em K.

. Seja ©Q uma regiao em C e f € H(Q)). Prove que se f ou If (partes reais e
imaginarias de f) tém um maximo local num ponto zy € €2, entao f(z) é constante
em ().

. (Lema de Schwarz) Seja f uma fungao holomorfa no disco unitario D, com f(0) =
0 e |f(2)] < 1, para todo o z € D. Mostre que g(z) = f(2)/z é uma funcao
holomorfa em D e prove que |f(z)| < |z| para todo o z € D.

. Sejam f e g duas fungoes inteiras tais que |f(2)| < |g(2)|. Prove que existe uma
constante ¢ € C, com |c| < 1, tal que f(z) = cg(2). (Sugestao: use o teorema
das singularidades removiveis de Riemann).

. Seja f uma funcao inteira e sejam A e a nimeros reais positivos tais que | f(z)| <
Alz]®, para todo o z com médulo suficientemente grande. Prove que f é um
polinémio de grau n < a + 1.



