Complementos de Analise Complexa

Ficha 8 - Funcoes Elipticas
(Entregar a 18/12)

. Recorde que a funcao o de Weierstrass, relativa ao recticulado A gerado por dois
periodos wy e wy € dada por:

Prove que ¢'(z) tem trés zeros no poligono fundamental P = {tjw; + tows : 0 <
t1,ta < 1}, e que sao todos simples.

w2
. Seja A um recticulado e o(2) = 2] cp E3(2), onde Es(w) = (1 —w)e* =,
Mostre que o ¢é inteira, impar e que

d (d'(z)
== (55):
. Seja A um recticulado maximal em C, e seja Ay := {z € C : 2z € A}. Mostre

que se f(z) tem zeros simples em Ay\A e polos triplos em A entao f(z) = cp/(2),
para uma certa constante ¢ € C.

. Seja 7 um numero complexo com parte imagnaria positiva. Considere a funcao
de Jacobi ¥(z) = 3, ,(—1)"e*™mzemm( D7 ¢ assuma a convergéncia uniforme
desta série em C. (a) Mostre as relagoes:

z+1)= 9(z)

19(/2 T 7_) _6—27ri(z+7'),19(2)
I—2) = —e¥™=Y(2).

(b) Use as relagdes acima para demonstrar que ¥(z) tem zeros simples nos pontos
do recticulado gerado por 1 e 7 e que estes sdo os unicos zeros de ¥(z) em C.

. Seja 7 € H, A o recticulado gerado por 1 e 7, e #(z) uma funcao inteira impar
que verifica

0(z+1)= 0(2)
{ O(z+71)= —e 2™ ((2), Vz e C.

(a) Mostre que d% <%> ¢ uma funcao eliptica em relacao a A. (b) Mostre que

0(z) tem zeros simples nos pontos de A, que estes sdo os unicos zeros de 0(z) e

que existe uma constante ¢ € C tal que p(z) = —4L (%) + ¢, onde p(z) é a

funcao p de Weierstrass relativa ao recticulado A.



