Complementos de Analise Complexa

Segundo Teste - 9 de Janeiro, 2009

Duracao: 90 minutos
(Uma das perguntas é opcional)

. Seja f um automorfismo do disco unitério D (f : D — D é uma transformagao
conforme). Prove que existe uma transformagao de Mébius T tal que T'|p = f.
Qual a expressao mais geral para 17

. Enuncie correctamente o teorema de Hadamard. Seja h uma fungao inteira, de

ordem 1, e seja z, = (—=1)"\/n(n+1), n € Z a sucessao de pontos onde h se
h(z) =1

2—22

anula, respeitando multiplicidades. Supondo que h é par e que lim_, /5
determine a factorizacao de Hadamard de f.

. Seja D* = {2:0<|z| <1} e p(2) uma fungdo continua definida em OD* =
0DU{0}. Supondo ¢(0) =0 e ¢|sp > 0, mostre que nao existe nenhuma fungao
u harménica em D* com lim,_,,, u(z) = ¢(2o) para todo zy € OD*.

. Seja A o recticulado gerado por wy, wy € C* (com w; /wy ¢ R) e p(2) a fungao

de Weierstrass relativa a A. Sendo z; = Bozm=F ez = wlgw considere

as fungoes f;(z) := p(z) — p(z;). Mostre que, para i = 1,2,3, f; é uma fungao

eliptica de ordem 2 (recorde que a ordem é o nimero de zeros ou pélos num
poligono fundamental, tendo em conta multiplicidades), e que tem apenas zeros
duplos nos pontos do conjunto z; + A = {z; + mw; + nws : m,n € Z}.

. Considere a fungao gama definida por I'(z) = fooo t*~te~ldt.

(a) Mostre que I'(z) é uma fungao holomorfa para Rz > 0. [Sugestao: mostre
que fooo t*e~tdt existe para a real maior que —1]

(b) Prove que I'(z) admite uma continuagao analitica para o conjunto 2 = C \
{0,—1,—2,...}. [Sugestao: use integracao por partes para obter uma expressao
para I'(2) que envolva t* no lugar de t*1].



