Complementos de Analise Complexa

Teste de Recuperagao 1 - 21 de Janeiro, 2009

Duracao: 90 minutos
(Uma das perguntas é opcional)

. Seja T uma transformagao de Mobius que nao fixa o ponto oo e, para y €
R, seja R, a recta horizontal R, = {z +iy: 2 € R} C C, considerada como
circunferéncia em C.. Seja C, = T(R,), y € R a familia de circunferéncias
em C., obtidas aplicando 7. (a) Mostre que quaisquer duas das curvas C, se
intersectam no mesmo ponto, sendo tangentes nesse ponto. (isto é, existe 2
tal que Cy, N Cy, = {20} Yy1 # y2 € R, e esta intersecgao ¢ tangencial). (b)
Supondo que esse zg = 0 e C é a circunferéncia de raio 1 centrada em z = 1,
determine explicitamente uma tal transformacao 7.

. Seja f uma fungdo meromorfa em C e no ponto co. (a) Prove que f é uma
fungao racional, isto é que pode ser escrita na forma f(z) = p(2)/q(2) onde p(z)
e q(z) sao polinémios. (b) Mostre que a diferenca entre o grau de p e o de ¢ é
precisamente igual a —ord. f.

. Sejam f e g duas fungoes inteiras tais que |f(2)| < |g(z)|, para todo z € C. (a)
Prove que f/g é uma fungao inteira. (b) Prove que f/g é uma constante ¢ € C,
com [c] < 1.

. Seja ) uma regiao limitada do plano complexo. Mostre que 2 é uma regiao
simplesmente conexa se e s6 se qualquer funcao holomorfa em €2 é primitivavel
em ). [Sugestdo: numa das direc¢oes, mostre primeiro que em (2, todas as
curvas fechadas sao homoélogas a zero]

. Seja p(z) uma funcao inteira tal que [p(z)] < 1 em |z] = 1, e tal que f(z) =
p(2) — 2" tem apenas zeros de ordem 1. (a) Determine o nimero de zeros de f(z)
no interior do disco unitario. (b) Calcule o integral f|z\:1 %dz (percorrido uma
vez no sentido directo) e o indice da curva o(t) = f(e*™) t € [0, 1] em torno da

origem.



Teste de Recuperacao 2 - 21 de Janeiro, 2009
Duracao: 90 minutos
(Uma das perguntas é opcional)

. Seja f uma transformagao conforme do conjunto Q2 = {z € C: Rz > 0,3z > 0}
para o disco unitario D, com a propriedade f(i+1) = 0. (a) Determine explicita-
mente uma expressao para f. (b) Existird outra funcao com tais propriedades?
Justifique.

. Seja h(z) uma funcao inteira de ordem finita > 1, cujos tnicos zeros sao simples
e estdo nos pontos z, = (—1)"n, n € Z\ {0}. Supondo que h(0) = 1 e que
h é par, mostre que existe uma fungao inteira f(z), com f(0) = 0, tal que
h(z) = el (%) sinlmz),

Tz

. Seja {uy},_;, uma sucessao de fungdes harménicas no disco unitario D que
converge uniformemente em subconjuntos compactos de ID. Prove que o limite
u = lim,, u,, ¢ uma funcao harménica.

. Seja 7 um numero complexo com parte imagnaria positiva. Considere a funcao
de Jacobi 9(2) = 3, 5 (—1)"e?™m2e™m(" D7 ¢ assuma a convergéncia uniforme
desta série em C. (a) Mostre as relagdes:

Yz+1)= 9(z)
Iz +7)= —e 2MEFY(2)
I(—2) = —e¥™=Y(2).

(b) Use as relagdes acima para demonstrar que ¥(z) tem zeros simples nos pontos
do recticulado gerado por 1 e 7 e que estes sdo os unicos zeros de ¥(z) em C.

. Seja f holomorfa na regido Q = {z € C: Rz > 0,z > 0}, continua em Q e tal
que flaq € R. Mostre que f pode ser continuado analiticamente para todo o
plano complexo. Prove que a funcao assim obtida é par.



